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An efficient numerical method is considered for calculating three-dimensional turbulent

flows of an incompressible fluid based on the artificial compressibility method for the

solution of the Reynolds equation. For the closure of the latter various modifications of

a two-parameter k — ε turbulence model are employed. The equations are approximated

by the implicit finite volumes method and the third order TVD-schemes. The constructed

schemes are implemented by the alternately triangular method. The results of the numerical

calculations are presented.

Введение

В [1] был предложен метод расчета трехмерных уравнений Эйлера и Навье — Стокса для
моделирования пространственных течений несжимаемой жидкости. Основу метода соста-
вляют концепция искусственной сжимаемости, позволяющая использовать для решения
данных уравнений высокоточный аппарат численного интегрирования уравнений сжи-
маемой жидкости, базирующийся на TVD-схемах, и оригинальный вариант попеременно-
треугольного метода. На основе разработанного алгоритма были проведены расчеты невяз-
ких и вязких ламинарных течений в отдельных элементах проточных частей гидротурбин.

Целью настоящей работы является распространение предложенного в [1] метода на
уравнения Рейнольдса с замыкающей двухпараметрической k — ε моделью турбулентно-
сти. Данная модель относительно проста, что играет немаловажную роль при моделиро-
вании сложных пространственных турбулентных течений. В то же время незначительная
модификация модели, например, учет анизотропности тензора напряжений подобно тому,
как это делается в релаксационной k — ε модели Дурбина [2], или внесение поправочного
на вращение источникового члена [3] даст альтернативный сложным моделям подход, не
уступающий им по точности.

Для обеспечения консервативности и экономичности численного метода при дискрети-
зации как основных, так и замыкающих уравнений используется неявный метод конечных
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объемов. В данном подходе аппроксимация невязких потоков на гранях расчетной ячейки
проводится таким образом, чтобы в итоге получилась схема с направленными разностями
третьего порядка. Диффузионные члены на грани расчетной ячейки аппроксимируются
центрально-разностными выражениями.

Используемая k — ε модель турбулентности справедлива для полностью развитых тур-
булентных течений. Вблизи же твердой поверхности турбулентные флуктуации подавля-
ются стенкой и течению присущи как ламинарные, так и турбулентные свойства. Извест-
ная ее модификация для низких чисел Рейнольдса, решающая эту проблему посредством
демпфирующих функций [4], неприемлема, так как для ее использования требуется боль-
шое число узлов в узком слое возле твердой стенки, что в трехмерном случае приводит
к огромным затратам ресурсов компьютера. Поэтому за основу берется RNG k — ε мо-
дель турбулентности [5], дополненная эмпирическим законом о поведении потока вблизи
твердых границ (метод пристеночных функций).

В качестве тестовых примеров, на которых изучаются свойства предложенных алго-
ритмов, рассматриваются турбулентные течения в плоском канале и в плоском канале
за обратным уступом. Далее проводится численное моделирование вихревого течения в
рабочем колесе радиально-осевой гидротурбины. Полученные характеристики сравнива-
ются с экспериментальными данными, а также результатами численного моделирования,
основанного на использовании невязкой модели [1].

1. Математическая модель

1.1. Уравнения Рейнольдса

Для моделирования несжимаемых турбулентных течений используются усредненные урав-
нения Рейнольдса с замыканием по гипотезе Буссинеска

∂ui

∂xi

= 0, (1)

∂ui

∂t
+

∂

∂xj

(uiuj) +
∂

∂xi

p∗ =
∂

∂xj

(νeτij) + fi, (2)

где

p∗ = p +
2

3
k, τij =

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

, νe = ν + νt,

k — кинетическая энергия турбулентности, νt — турбулентная вязкость, p — осредненное
давление, ui — осредненные компоненты вектора скорости в декартовой системе коорди-
нат. Для расчета течений во вращающихся областях (например, в рабочем колесе гидро-
турбины), а также в поле тяжести в уравнения добавлен вектор массовых сил:

f = (f1, f2, f3) = −ω × ω × r − 2ω × u + g,

включающий в себя центробежные, кориолисовы и гравитационные члены. Здесь ω —
вектор угловой скорости вращения.
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1.2.Замыкающая модель турбулентности

Для вычисления турбулентной вязкости рассматриваются два варианта двухпараметри-
ческой k — ε модели турбулентности.

1.2.1. RNG k — ε модель турбулентности

RNG модель турбулентности (renormalization group based k — ε model) [5] получила в по-
следнее время широкое распространение благодаря хорошему совпадению получаемых
численных результатов с имеющимися экспериментальными данными, а также высокой
скорости сходимости базового алгоритма. В этой модели параметры турбулентности вы-
числяются из уравнений

∂k

∂t
+

∂

∂xj

(kuj − νk
∂k

∂xj

) = Hk,
∂ε

∂t
+

∂

∂xj

(εuj − νε
∂ε

∂xj

) = Hε, νt = Cµ
k2

ε
, (3)

где ε — скорость диссипации турбулентности,

Hk = G − ε, Hε = C∗

ε1

ε

k
G − Cε2

ε2

k
,

G = νt(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
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, C∗

ε1 = Cε1 −
η(1 − η/η0)

1 + βη3
, η =

(

G

Cµε

)0.5

,

νk = ν +
νt

σk

, νε = ν +
νt

σε

.

Эмпирические константы в приведенных уравнениях равны:

Cµ = 0.0845, Cε1 = 1.42, Cε2 = 1.68,

σk = 0.72, σε = 0.72, η0 = 4.38, β = 0.015.

1.2.2. Метод пристеночных функций для турбулентного пограничного слоя около
стенок в RNG модели

Представленная в разделе 1.2.1. RNG k — ε модель турбулентности справедлива для пол-
ностью развитых турбулентных течений, т. е. при νt >> ν. Очевидно, что это неверно
вблизи твердой поверхности, где турбулентные флуктуации подавляются стенкой. По-
этому вблизи твердой стенки течению присущи свойства как ламинарного, так и турбу-
лентного режима. В связи с этим для определения параметров турбулентности вблизи
стенки привлекаются эмпирически полученные законы о поведении потока. Наибольшее
распространение в практике расчета пристеночных турбулентных течений получил метод
пристеночных функций. В соответствии с ним турбулентный пограничный слой делится
в направлении нормали к стенке на два основных подслоя.

Ближняя к стенке зона, в которой вязкие напряжения доминируют над рейнольдсо-
выми, называется вязким, или ламинарным, подслоем. Здесь имеет место линейная зави-
симость тангенциальной составляющей скорости от расстояния до стенки по нормали:

u+ = y+. (4)



Численное моделирование турбулентных течений 77

В (4) введены обозначения для безразмерной тангенциальной составляющей скорости

u+ =
qτ

uτ

(5)

и безразмерного расстояния до стенки

y+ = y
uτ

ν
. (6)

Модуль тангенциальной составляющей скорости qτ определяется по формуле

qτ =| qτ |=| u − (u · n
w
)n

w
|, (7)

где n
w

— единичный внешний нормальный к стенке вектор, uτ — динамическая скорость,
определяемая как

uτ =
√

τw,

где τw — напряжение трения на обтекаемой поверхности. Зависимость (4) эквивалентна по
своей сути определению τw по линейной аппроксимации профиля скорости в слое между
стенкой и пристеночным узлом P (соответствует ламинарному режиму течения):

τw = ν
qτ

yp

. (8)

Вязкий подслой с линейным распределением скорости (4) в практике расчетов обычно
определяется в интервале

0 ≤ y+ ≤ 11.6.

Второй подслой турбулентного пограничного слоя характеризуется тем, что в нем тан-
генциальная составляющая скорости имеет логарифмический закон изменения

u+ =
1

kar
ln(Ey+) (9)

и рейнольдсовы напряжения намного превышают вязкие. Здесь постоянная Кармана kar
принимает значения

kar = 0.4 ÷ 0.42.

Постоянная, определяющая степень шероховатости стенки, может изменяться в пределах

E = 8.8 ÷ 9.79.

Логарифмический подслой турбулентного пограничного слоя обычно определяется в ин-
тервале

11.6 ≤ y+ ≤ 400.

Область с y+ > 400 считается режимом полностью развитого турбулентного течения.
Пусть ближайший к стенке узел P находится в логарифмическом слое внутренней

области турбулентного пограничного слоя. В этом случае можно использовать следующие
зависимости для kp и εp:

kp =
u2

τ
√

Cµ

, (10)
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εp =
u3

τ

kar yp

. (11)

Для определения в (10) и (11) динамической скорости uτ перепишем (9) следующим об-
разом:

qτ

uτ

=
1

kar
ln(ERe ypuτ ). (12)

Обозначив в (12) искомую величину динамической скорости uτ через x, запишем уравнение
для ее определения:

F (x) ≡ 1

kar
ln(ERe ypx) − qτ

x
= 0. (13)

Уравнение (13) решается с использованием итерационного метода Ньютона:

xm+1 = xm − F (xm)

F ′(xm)
,

где

F ′(x) =
1

kar x
+

qτ

x2
,

m — номер итерации.

По известному значению динамической скорости uτ должна быть также скорректиро-
вана производная по нормали от тангенциальной составляющей вектора скорости

(

∂qτ

∂y

)

p

=
uτ

kar yp

. (14)

Выполнение последнего равенства гарантирует правильный расчет напряжения трения на
стенке.

Другой путь реализации метода пристеночных функций состоит в объединении законов
(8) и (9) в одно универсальное выражение

τw = νw
qτ

yp

, (15)

где

νw = ν max

[

1,
kar y+

p

ln(E y+
p )

]

.

Безразмерное расстояние y+
p определяется при этом по формуле

y+

p =
C

1/4
µ k

1/2
p yp

ν
. (16)

Обобщенный коэффициент кинематической вязкости νw используется для подсчета напря-
жения трения на стенке.

Оба рассмотренных способа реализации метода пристеночных функций проверены в
настоящей работе и по результатам расчетов практически не различаются.
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1.2.3. k — ε модель турбулентности с демпфирующими функциями для низких чисел
Рейнольдса

Данный вариант k — ε модели представляется в виде

νt = fµCµ
k2

ε
,

∂k

∂t
+

∂

∂xj

(

kuj − νk
∂k

∂xj

)

= Hk,
∂ε

∂t
+

∂

∂xj

(

εuj − νε
∂ε

∂xj

)

= Hε, (17)

где

Hk = G − ε − 2ν
k

y2
, Hε = Gε1

ε

k
G − Cε2f2

ε2

k
− 2ν

ε

y2
f3.

Здесь y — кратчайшее расстояние до ближайшей твердой стенки. Демпфирующие функ-
ции определяются следующим образом [4]:

fµ = exp [−2.5/(1 + Rt/50)], f2 = 1 − 0.3 exp (−R2

t ), f3 = exp (−0.5y+), Rt =
k2

νε
.

Константы принимаются равными:

Cµ = 0.09, Cε1 = 1.44 ÷ 1.59, Cε2 = 1.9 ÷ 2, σk = 1, σε = 1.3 ÷ 1.47.

Как уже отмечалось выше, при использовании этой модели требуется достаточно по-
дробная сетка возле стенки в нормальном к ней направлении.

2. Численный метод

2.1. Метод решения уравнений Рейнольдса

Для дискретизации исходных уравнений (1), (2) используется неявный метод конечных
объемов [1]. Вычисление потоков на гранях расчетной ячейки осуществляется таким обра-
зом, что результирующая схема имеет противопоточную аппроксимацию третьего порядка
для конвективных членов и центрально-разностную второго порядка для вязких членов.
Линеаризация полученных соотношений проводится с помощью метода Ньютона, причем
в неявном операторе оставляются только члены, отвечающие за первый порядок аппрокси-
мации невязких потоков и соответствующие повторным производным вязкой части потока.
Решение полученной линеаризованной системы разностных уравнений осуществляется с
помощью оригинального варианта попеременно-треугольного метода (LU-факторизации).
Отличительной чертой данного алгоритма является его абсолютная устойчивость и эко-
номичность. Подробно алгоритм описан в работе [1].

2.2.Метод решения уравнений для турбулентной кинетической

энергии и скорости ее диссипации

2.2.1. Обобщенная запись замыкающих уравнений

Каждое из уравнений k — ε модели может быть записано в следующем общем виде:

∂φ

∂t
+

∂

∂xj

(φuj − ν∗
∂φ

∂xj

) = H, (18)

где φ, ν∗ и H приведены в таблице.
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Т а б л и ц а

Уравнение φ ν∗ H

Для турбулент- k ν + νt/σk G − ε RNG модель

ной кинетичес-

кой энергии

G − ε − 2νk/y2 Mодель для

низких чисел

Рейнольдса

Для скорости

диссипации

турбулентной

ε ν + νt/σε C∗
ε1 · ε/k · G − Cε2 · ε2/k RNG модель

кинетической

энергии

Cε1 · ε/k · G − Cε2 · ε2/k · f2 − 2ν · ε/y2 · f3 Mодель для

низких чисел

Рейнольдса

2.2.2. Дискретизация уравнений

Далее для дискретизации уравнения (18) применяется неявный метод конечных объемов.
Последний, в отличие от разностных методов приближения дифференциальных уравне-
ний, позволяет избежать появления громоздких членов при переходе к криволинейной
системе координат, особенно в трехмерном случае. Кроме того, полученные с помощью
метода конечных объемов схемы автоматически обладают свойством консервативности.
Для применения метода конечных объемов уравнение (18) заменяется на эквивалентное
ему уравнение в виде интегрального закона сохранения

∂

∂t

∫

V

φdV = −
∮

∂V

φudS +

∮

∂V

ν∗
∇φdS +

∫

V

HdV, (19)

где ∂V — замкнутая поверхность произвольного фиксированного объема V ; dS = n · dS —
элемент поверхности ∂V , умноженный на единичную внешнюю нормаль n к ней.

Рис. 1. Текущая расчетная ячейка.

Расчетная область разбивается на элементарные ячейки в виде криволинейных шести-
гранников (рис. 1). Неявная аппроксимация интегрального уравнения (19) на текущей
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расчетной ячейке приводит к следующей системе нелинейных уравнений:

φn+1

ijk − φn
ijk

4t
Vijk = RHSn+1

ijk , (20)

где значения φijk отнесены к центру ячейки;

RHSn+1

ijk = −
∑

m=i,j,k

[(φu · S)m+1/2 − (φu · S)m−1/2]
n+1+

+
∑

m=i,j,k

([ν∗(Sx
∂φ

∂x
+ Sy

∂φ

∂y
+ Sz

∂φ

∂z
)]m+1/2 − [ν∗(Sx

∂φ

∂x
+ Sy

∂φ

∂y
+ Sz

∂φ

∂z
)]m−1/2)

n+1 + Hn+1

ijk Vijk;

Sx, Sy, Sz — компоненты вектора Sm+1/2 в декартовой системе координат.

2.2.3. Определение разностных потоков.
Невязкие потоки

Определим невязкие разностные потоки на гранях ячейки таким образом, чтобы резуль-
тирующая разностная схема являлась противопотоковой схемой второго или третьего по-
рядка аппроксимации

(φu · S)m+1/2 =
1

2
[((φu)m + (φu)m+1) · Sm+1/2− | U |m+1/2 4m+1/2φ] − Wm+1/2, (21)

U = u · S, | U |= U+ − U−, 4m+1/2φ = φm+1 − φm,

U+ = 0.5(U+ | U |), U− = 0.5(U− | U |).
В (21) член в квадратных скобках аппроксимирует невязкий поток на грани m + 1/2 c
первым порядком; Wm+1/2 — член, повышающий порядок аппроксимации невязкой части
схемы (20) до второго или третьего:

Wm+1/2 =
1 − Φ

4
[N−

m+3/2
− M+

m−1/2
] +

1 + Φ

4
[M−

m+1/2
− N+

m+1/2
],

N−

m+3/2
= minmod(U−

m+3/2
4m+3/2φ, βU−

m+1/2
4m+1/2φ),

M+

m−1/2
= minmod(U+

m−1/2
4m−1/2φ, βU+

m+1/2
4m+1/2φ),

M−

m+1/2
= minmod(U−

m+1/2
4m+1/2φ, βU−

m+3/2
4m+3/2φ),

N+

m+1/2
= minmod(U+

m+1/2
4m+1/2φ, βU+

m−1/2
4m−1/2φ),

minmod(x, y) = sign(x) max[0, min(| x |, y · sign(x))],

1 ≤ β ≤ (3 − Φ)/(1 − Φ), m = i, j, k. (22)

Без минмодульных ограничителей схема (20) – (22) имеет для невязких членов направ-
ленные против потоков разности второго (Φ = −1) или третьего (Φ = 1/3) порядка ап-
проксимации.
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Вязкие потоки

Для аппроксимации на грани ячейки m + 1/2 (m = i, j, k) вязкого потока

[ν∗(Sx
∂φ

∂x
+ Sy

∂φ

∂y
+ Sz

∂φ

∂z
)]m+1/2 (23)

введем условную криволинейную систему координат

ξ = ξ(x, y, z), η = η(x, y, z), ζ = ζ(x, y, z), (24)

связанную с разбиением расчетной области на элементарные ячейки. Координатные линии
ξ соответствуют изменению индекса i при фиксированных j и k; линии η соответствуют
изменению индекса j при фиксированных i и k; линии ζ соответствуют изменению индекса
k при фиксированных i и j (см. рис. 1). Далее представим все производные, входящие в
(23), через производные по введенным криволинейным координатам:

∂

∂x
=

∂ξ

∂x

∂

∂ξ
+

∂η

∂x

∂

∂η
+

∂ζ

∂x

∂

∂ζ
,

∂

∂y
=

∂ξ

∂y

∂

∂ξ
+

∂η

∂y

∂

∂η
+

∂ζ

∂y

∂

∂ζ
,

∂

∂z
=

∂ξ

∂z

∂

∂ξ
+

∂η

∂z

∂

∂η
+

∂ζ

∂z

∂

∂ζ
. (25)

Вместе с тем можно найти связь между коэффициентами преобразования производных и
геометрическими параметрами сетки:

(∂ξ

∂x
,
∂ξ

∂y
,
∂ξ

∂z

)

i+1/2

=
4ξ

Vi+1/2

(Sx, Sy, Sz)i+1/2,

(∂η

∂x
,
∂η

∂y
,
∂η

∂z

)

j+1/2

=
4η

Vj+1/2

(Sx, Sy, Sz)j+1/2,

(∂ζ

∂x
,
∂ζ

∂y
,
∂ζ

∂z

)

k+1/2

=
4ζ

Vk+1/2

(Sx, Sy, Sz)k+1/2, (26)

где Vm+1/2 = 0.5(Vm + Vm+1).
Переходя в (23) от производных по декартовым координатам к производным по кри-

волинейным координатам по формулам (25), получим

[

ν∗
(

Sx
∂φ

∂x
+ Sy

∂φ

∂y
+ Sz

∂φ

∂z

)

]

m+1/2

=
[

ν∗
(

ω1

∂φ

∂ξ
+ ω2

∂φ

∂η
+ ω3

∂φ

∂ζ

)

]

m+1/2

, (27)

где

ω1 =
∂ξ

∂x
Sx +

∂ξ

∂y
Sy +

∂ξ

∂z
Sz,

ω2 =
∂η

∂x
Sx +

∂η

∂y
Sy +

∂η

∂z
Sz,

ω3 =
∂ζ

∂x
Sx +

∂ζ

∂y
Sy +

∂ζ

∂z
Sz.
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Производные от φ по криволинейным координатам ξ, η, и ζ на гранях расчетной ячей-
ки аппроксимируются конечными разностями с использованием там, где это необходимо,
усредненных по значениям из соседних ячеек величин φ. Коэффициенты преобразования
производных вычисляются по формулам (26). При этом также там, где это необходимо,
используется усреднение нормальных к граням векторов Sm+1/2. Следует отметить, что
шаги 4ξ, 4η и 4ζ в (26) и в соответствующих разностях, аппроксимирующих производ-
ные от φ по ξ, η, ζ, сокращаются. В результате получаются следующие выражения для
членов, входящих в вязкие потоки.

Грань i+1/2

Аппроксимация производных:
∂φ

∂ξ
≈ φi+1,j,k − φi,j,k,

∂φ

∂η
≈ 0.25(φi,j+1,k − φi,j−1,k + φi+1,j+1,k − φi+1,j−1,k),

∂φ

∂ζ
≈ 0.25(φi,j,k+1 − φi,j,k−1 + φi+1,j,k+1 − φi+1,j,k−1).

Вычисление коэффициентов преобразования:

∂ξ

∂q
≈ (Sq)i+1/2,j,k/Vi+1/2,j,k,

∂η

∂q
≈ 0.25

[

(Sq)i,j+1/2,k + (Sq)i+1,j+1/2,k + (Sq)i,j−1/2,k + (Sq)i+1,j−1/2,k

] /

Vi+1/2,j,k,

∂ζ

∂q
≈ 0.25

[

(Sq)i,j,k+1/2 + (Sq)i+1,j,k+1/2 + (Sq)i,j,k−1/2 + (Sq)i+1,j,k−1/2

] /

Vi+1/2,j,k,

где q есть любая из декартовых координат x, y и z.

Грань j+1/2

Аппроксимация производных:

∂φ

∂ξ
≈ 0.25(φi+1,j,k − φi−1,j,k + φi+1,j+1,k − φi−1,j+1,k),

∂φ

∂η
≈ φi,j+1,k − φi,j,k,

∂φ

∂ζ
≈ 0.25(φi,j,k+1 − φi,j,k−1 + φi,j+1,k+1 − φi,j+1,k−1).

Вычисление коэффициентов преобразования:

∂ξ

∂q
≈ 0.25

[

(Sq)i+1/2,j,k + (Sq)i+1/2,j+1,k + (Sq)i−1/2,j,k + (Sq)i−1/2,j+1,k

] /

Vi,j+1/2,k,

∂η

∂q
≈ (Sq)i,j+1/2,k/Vi,j+1/2,k,

∂ζ

∂q
≈ 0.25

[

(Sq)i,j,k+1/2 + (Sq)i,j+1,k+1/2 + (Sq)i,j,k−1/2 + (Sq)i,j+1,k−1/2

] /

Vi,j+1/2,k.
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Грань k+1/2

Аппроксимация производных:

∂φ

∂ξ
≈ 0.25(φi+1,j,k − φi−1,j,k + φi+1,j,k+1 − φi−1,j,k+1),

∂φ

∂η
≈ 0.25(φi,j+1,k − φi,j−1,k + φi,j+1,k+1 − φi,j−1,k+1),

∂φ

∂ζ
≈ φi,j,k+1 − φi,j,k.

Вычисление коэффициентов преобразования:

∂ξ

∂q
≈ 0.25

[

(Sq)i+1/2,j,k + (Sq)i+1/2,j,k+1 + (Sq)i−1/2,j,k + (Sq)i−1/2,j,k+1

] /

Vi,j,k+1/2,

∂η

∂q
≈ 0.25

[

(Sq)i,j+1/2,k + (Sq)i,j+1/2,k+1 + (Sq)i,j−1/2,k + (Sq)i,j−1/2,k+1

] /

Vi,j,k+1/2,

∂ζ

∂q
≈ (Sq)i,j,k+1/2/Vi,j,k+1/2.

Другой способ аппроксимации на грани ячейки m + 1/2 производных ∂φ/∂x, ∂φ/∂y и
∂φ/∂z, входящих в выражение для вязкого потока (23), заключается во введении контроль-
ного объема Vm+1/2, содержащего внутри себя данную грань. Например, на рис. 2 сечение
плоскостью k = const основного объема Vijk обведено жирной линией, а контрольного объ-
ема Vi+1/2,j,k возле грани i + 1/2 — заштриховано. Тогда, используя следствие формулы
Остроградского — Гаусса (см. выражения (30) в разделе 2.2.4), получим для грани i+ 1/2:

(∂φ

∂q
V

)

i+1/2,j,k
= (φSq)i+1,j,k − (φSq)i,j,k+

+(φSq)i+1/2,j+1/2,k − (φSq)i+1/2,j−1/2,k + (φSq)i+1/2,j,k+1/2 − (φSq)i+1/2,j,k−1/2.

Рис. 2. Введение вспомогательного контрольного объема Vi+1/2,j,k.
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2.2.4. Аппроксимация источникового члена H

Рассмотрим аппроксимацию источниковых членов Hk и Hε в правых частях k — ε модели
(3) или (17).

Член генерации диссипации

В выражения для Hk и Hε входит член генерации диссипации:

G = νt

{

2

[

(∂u

∂x

)2

+
(∂v

∂y

)2

+
(∂w

∂z

)2
]

+

+
(∂u

∂y
+

∂v

∂x

)2

+
(∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

+
(∂v

∂z
+

∂w

∂y

)2
}

. (28)

В схеме (20) он аппроксимируется в центре ячейки i, j, k на n-м слое по времени. Поэтому
для вычисления производных от компонент скорости по декартовым координатам, входя-
щих в G, требуются соотношения, которые будут отличаться от применяемых в разделе
2.2.3 для расчета производных от φ на гранях ячейки.

Для вычисления производных от компонент скорости, входящих в G, воспользуемся
формулой Остроградского — Гаусса:

∫

V

∇ · ψdV =

∫

V

div ψdV =

∮

∂V

ψdS. (29)

Отсюда, последовательно полагая, что

ψ =







(ψ, 0, 0),
(0, ψ, 0),
(0, 0, ψ),

получим соответственно
∫

V

∂ψ

∂x
dV =

∮

∂V

ψdSx ,

∫

V

∂ψ

∂y
dV =

∮

∂V

ψdSy ,

∫

V

∂ψ

∂z
dV =

∮

∂V

ψdSz . (30)

Переходя в каждой ячейке сетки (см. рис. 1) к дискретным аналогам равенства (30), по-
лучим соотношения для вычисления производных от любой скалярной функции (в том
числе и от компонент вектора скорости) в центре ячейки:

(

∂ψ

∂q
V

)

ijk

= (ψSq)i+1/2−(ψSq)i−1/2 +(ψSq)j+1/2−(ψSq)j−1/2 +(ψSq)k+1/2−(ψSq)k−1/2. (31)

Значения компонент скорости на гранях ячейки вычисляются по формулам

ψm+1/2 = 0.5(ψm+1 + ψm). (32)
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С учетом выполнения всегда интегрального равенства
∮

∂V

dS = 0 (33)

и, как следствие, его дискретного аналога

Si+1/2 − Si−1/2 + Sj+1/2 − Sj−1/2 + Sk+1/2 − Sk−1/2 = 0, (34)

а также соотношений (32), выражения для производных от компонент вектора скорости
(31) могут быть упрощены:

(

∂ψ

∂q
V

)

ijk

= 0.5(ψi+1Sqi+1/2 − ψi−1Sqi−1/2 + ψj+1Sqj+1/2 − ψj−1Sqj−1/2+

+ψk+1Sqk+1/2 − ψk−1Sqk−1/2). (35)

Явно-неявная аппроксимация источникового члена

Свободные члены в правых частях уравнений (3) или (17) k — ε моделей имеют в общем
случае вид

Hk = G − ε − 2ν
k

y2
,

Hε = C∗

ε1

ε

k
G − Cε2

ε2

k
f2 − 2νf3

ε

y2
. (36)

Для того, чтобы увеличить запас устойчивости численного алгоритма (20) решения k —
ε уравнений (3) или (17) (а следовательно ускорить сходимость численного решения этих
уравнений к стационарному решению посредством выбора любого сколь угодно большого
шага 4t), будем все входящие сюда слагаемые, имеющие отрицательные коэффициенты
при искомых функциях, аппроксимировать неявно (т. е. на n + 1-м слое по времени). Пе-
репишем выражения для Hk и Hε в (36) следующим образом:

Hk = G − 1

T
k − 2ν

k

y2
,

Hε = C∗

ε1

ε

k
G − Cε2

ε

T
f2 − 2νf3

ε

y2
, (37)

где T = k/ε есть турбулентный масштаб времени. Обычно он ограничивается снизу зна-
чением

T = max

[

k

ε
, CT

(ν

ε

)0.5
]

, (38)

где

CT =
2

√

Cµ

.

Поэтому коэффициенты − (1/T + 2ν/y2) при k в Hk и − (Cε2/T + 2ν/y2f3) при ε в Hε

являются всегда отрицательными. В силу этого только данные слагаемые в свободных
членах аппроксимируются неявно, а остальные — явно:

Hn+1

k = G −
(

1

T
+ 2

ν

y2

)n

kn+1,
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Hn+1

ε = C∗

ε1

( ε

k

)n

G − Cε2

(

Cε2

T
+ 2

ν

y2
f3

)n

εn+1. (39)

Следует отметить, что в свободных членах (39), как и в остальных членах разностных
уравнений (20), составляющие вектора скорости берутся уже посчитанными на n + 1-м
слое из уравнений неразрывности и количества движения.

2.2.5. Линеаризация

Для решения нелинейного уравнения (20) проводится его линеаризация по методу Ньюто-
на с использованием записи линеаризованных уравнений в дельта-форме (т. е. уравнение
записывается относительно 4ψn+1 = φn+1 − φn):

[

V

4t
−

(

∂

∂φ
RHS

)n]

(φn+1 − φn) = RHSn. (40)

При построении неявного оператора в левой части (40) полагается, что на всех гранях
невязкий поток аппроксимируется с первым порядком:

(φu · S)m+1/2 =
1

2

{

[(φu)m + (φu)m+1] · Sm+1/2− | U |m+1/2 4m+1/2φ
}

; (41)

а в вязком потоке оставляются производные только по той координате, поверхностью
уровня которой является рассматриваемая грань:

[

ν∗(ω1

∂φ

∂ξ
+ ω2

∂φ

∂η
+ ω3

∂φ

∂ζ

]

i+1/2

=

(

ν∗ω1

∂φ

∂ξ

)

i+1/2

,

[

ν∗(ω1

∂φ

∂ξ
+ ω2

∂φ

∂η
+ ω3

∂φ

∂ζ

]

j+1/2

=

(

ν∗ω2

∂φ

∂η

)

j+1/2

,

[

ν∗(ω1

∂φ

∂ξ
+ ω2

∂φ

∂η
+ ω3

∂φ

∂ζ

]

k+1/2

=

(

ν∗ω3

∂φ

∂ζ

)

k+1/2

. (42)

Это означает, что, вообще говоря, в разностных потоках уравнений (20) неявно рассмо-
трены только члены, указанные в правых частях равенств (41) и (42), а остальные берутся
явно.

Учитывая (41), (42), а также аппроксимацию свободных членов (39), найдем ∂RHS/∂φ
и перепишем (40) в виде

{

V

4t
+ θV + U−

i+1/2
4i+1/2 + U+

i−1/2
4i−1/2 − [(ν∗ω1)i+1/24i+1/2 − (ν∗ω1)i−1/24i−1/2] +

+U−

j+1/2
4j+1/2 + U+

j−1/2
4j−1/2 − [(ν∗ω2)j+1/24j+1/2 − (ν∗ω2)j−1/24j−1/2] + U−

k+1/2
4k+1/2+

+U+

k−1/2
4k−1/2 − [(ν∗ω3)k+1/24k+1/2 − (ν∗ω3)k−1/24k−1/2]

}

4ψn+1 = RHSn, (43)

где

θ =

{

1/T + 2ν/y2 для k-уравнения,
Cε2/T + 2ν/y2f3 для ε-уравнения.

Далее идентифицируем коэффициенты ωm (m = 1, 2, 3) так же, как и величины U±, только
по нижнему индексу:
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ωi±1/2 ≡ (ω1)i±1/2 — коэффициент ω1, взятый на грани Si±1/2;
ωj±1/2 ≡ (ω2)j±1/2 — коэффициент ω2, взятый на грани Sj±1/2;
ωk±1/2 ≡ (ω3)k±1/2 — коэффициент ω3, взятый на грани Sk±1/2.

Тогда уравнение (43) можно переписать в более компактном виде:

(
V

4t
+ θV + C−

i+1/2
4i+1/2 + C+

i−1/2
4i−1/2 + C−

j+1/2
4j+1/2 + C+

j−1/2
4j−1/2+

+C−

k+1/2
4k+1/2 + C+

k−1/2
4k−1/2)4ψn+1 = RHSn, (44)

где
C±

m+1/2
= U±

m+1/2
± (ν∗ω)m+1/2, m = i, j, k.

Из определения ωm в (27), а также с учетом (26) и введенной выше идентификации ω по
нижнему дробному индексу получим выражение для ωm+1/2 в (44):

ωm+1/2 =
Sm+1/2 · Sm+1/2

Vm+1/2

. (45)

2.2.6. Метод LU-факторизации решения линеаризованного уравнения

Перепишем систему уравнений (44) следующим образом:

(Ω−C+

i−1/2
T−

i +C−

i+1/2
T+

i −C+

j−1/2
T−

j +C−

j+1/2
T+

j −C+

k−1/2
T−

k +C−

k+1/2
T+

k )4ψn+1 = RHSn, (46)

где

Ω =
V

4t
+ θV + C+

i−1/2
− C−

i+1/2
+ C+

j−1/2
− C−

j+1/2
+ C+

k−1/2
− C−

k+1/2
;

T±

m — операторы сдвига по узлам сетки на единицу вперед (+) или назад (−) по индексу
m (m = i, j, k) от узла i, j, k.

Теперь неявный оператор в левой части уравнения (46) может быть приближенно фак-
торизован:

(Ω − C+

i−1/2
T−

i − C+

j−1/2
T−

j − C+

k−1/2
T−

k )Ω−1×
×(Ω + C+

i+1/2
T+

i + C−

j+1/2
T+

j + C−

k+1/2
T+

k )4ψn+1 = RHSn (47)

и обращен последовательно в два дробных шага:
I шаг

4ψ∗

ijk = Ω−1(RHSn
ijk + C+

i−1/2
4ψ∗

i−1,j,k + C+

j−1/2
4ψ∗

i,j−1,k + C+

k−1/2
4ψ∗

i,j,k−1), (48)

II шаг

4ψn+1

ijk = 4ψ∗

ijk − Ω−1(C−

i+1/2
4ψn+1

i+1,j,k + C−

j+1/2
4ψn+1

i,j+1,k + C−

k+1/2
4ψn+1

i,j,k+1
). (49)

На первом шаге по формуле бегущего счета (48) совершается разовый обход расчет-
ной области в направлении возрастания всех индексов и определяется вспомогательная
величина 4ψ∗. На втором шаге также по формуле бегущего счета (49), но в направлении
убывания всех индексов вычисляется невязка 4ψn+1, по которой затем находятся значе-
ния турбулентного параметра на n + 1-м слое:

φn+1 = φn + 4ψn+1.
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3. Результаты расчетов

3.1. Турбулентное течение в плоском канале

В качестве первого тестового расчета рассмотрено турбулентное течение в плоском канале
(рис. 3).

Число Рейнольдса, посчитанное по половине высоты канала H и максимальной скоро-
сти течения Umax, равнялось 12300. Во входном сечении задавался равномерный профиль
скорости. Длина канала принималась равной 100H. На таком расстоянии от входного се-
чения достигался профиль скорости, в дальнейшем не меняющийся при продвижении в
продольном направлении. Расчет проводился в одной из симметричных частей канала.

Сравнение рассчитанных и экспериментально полученного в [6] профилей продольной
составляющей скорости в выходном сечении канала приведено на рис. 4. На рис. 5 эти же
профили приведены в координатах закона стенки y+ и u+. Показаны параболический про-
филь скорости в ламинарном подслое (4) и его продолжение, а также логарифмический
профиль (9) феноменологической модели турбулентного пограничного слоя. В течениях
при больших числах Рейнольдса Re > 2 · 104 (по данным работы [4]) измеренные и рас-
считанные профили скорости очень хорошо совпадают с логарифмическим профилем (9)

Рис. 3. Расчетная область в плоском канале. П С Э1

Рис. 4. Профили продольной составляющей скорости турбулентного течения

в выходном сечении плоского канала.
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Рис. 5. Профиль скорости в вязком и логарифмическом слоях.

в зоне полностью развитого турбулентного пограничного слоя 30 ≤ y+ ≤ 400. Это означает,
что область логарифмического закона является характерной чертой пристенного турбу-
лентного пограничного слоя для указанных чисел Рейнольдса. Однако число Рейнольдса
в эксперименте и в проведенном расчете равно только 12300. Поэтому наблюдается из-
менение закона стенки в логарифмическом слое: рассчитанные и экспериментальные зна-
чения приподняты здесь над универсальной прямой, соответствующей высоким числам
Рейнольдса.

3.2. Турбулентное течение в плоском канале за обратным уступом

Следующим тестовым расчетом, на котором апробировался предложенный метод, было
моделирование течения за обратным уступом. Расчетная область схематично представлена
на рис. 6. Неортогональная сетка (рис. 7) состояла из 130 узлов в продольном направлении
и 72 узлов в поперечном. Число Рейнольдса в данном расчете, посчитанное по входной
скорости и высоте ступеньки, равнялось 37423.

Линии тока течения в окрестности уступа, характеризующие размер рециркуляцион-
ной зоны в этом месте, изображены на рис. 8. Одной из наиболее часто рассматриваемых
характеристик, сравниваемых при расчетах течений данного класса, является размер от-

Рис. 6. Расчетная область течения в плоском канале за обратным уступом.
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рывной зоны. В проведенных расчетах размер отрывной зоны, отнесенный к высоте усту-
па, равнялся 6. В экспериментально полученных по этой задаче данных [7] значение точки
присоединения потока равно xr = 6.1.

Рис. 7. Фрагмент расчетной сетки в окрестности уступа.

Рис. 8. Линии тока в окрестности уступа.

Рис. 9. Распределения коэффициента давления Cp вдоль нижней стенки канала.

На рис. 9 приведено сравнение распределений коэффициента давления p вдоль нижней
стенки канала, полученных численно и экспериментально.
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3.3. Течение в рабочем колесе радиально-осевой гидротурбины

После проведенных на тестовых задачах сравнений численных результатов с имеющи-
мися экспериментальными данными разработанный алгоритм был применен для расчета
турбулентных течений в рабочем колесе радиально-осевой гидротурбины. Исследования
данного течения в рамках невязкой модели были проведены авторами ранее и представ-
лены в работе [1]. По своему характеру данное течение является турбулентным, и его
расчет в рамках усредненных уравнений Рейнольдса с использованием некоторой модели
турбулентности представляет интерес как с точки зрения уточнения качественных и коли-
чественных характеристик течений, получаемых в результате численных экспериментов,
так и с методической стороны, заключающейся в возможности использования при расче-
тах сильно закрученных течений в элементах гидроустановок двухпараметрической k — ε
модели турбулентности.

На рис. 10 показаны все лопасти рабочего колеса, осуществляющего равномерное вра-
щение вокруг своей оси с угловой скоростью ω. На рис. 11 изображена расчетная область
между двумя соседними лопастями, представляющая один из сегментов цикличности те-
чения в рабочем колесе. Расчетная сетка имела 43 × 30 × 30 (38700) ячеек. Требовалось
около 1300 шагов по времени до получения стационарного решения с точностью 10−4.
Общее время решения задачи на компьютере Pentium-200 составляло порядка 1 часа.

Рис. 10. Математическая модель лопастей рабочего колеса радиально-осевой гидротурбины.

На рис. 12 представлены профили продольной составляющей скорости Cz вдоль ра-
диуса r в сечении z = const, расположенном недалеко от выходного сечения расчетной
области (см. рис. 11). Данные получены численно в рамках уравнений Эйлера [1] (пунк-
тирная линия) и Рейнольдса (сплошная линия), а также экспериментально в лаборатории
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водяных турбин Ленинградского металлического завода. Наблюдается хорошее соответ-
ствие приведенных результатов.

Рис. 11. Расчетная область между двумя соседними лопастями.

Рис. 12. Профили продольной скорости.

4. Заключение

Предложенный ранее авторами эффективный численный метод решения трехмерных урав-
нений Эйлера и Навье — Стокса несжимаемой жидкости обобщен на уравнения Рейнольд-
са, замкнутыe двухпараметрической k — ε моделью турбулентности. Использование при
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решении замыкающих уравнений неявного метода конечных объемов высокого порядка
точности и специальной аппроксимации источниковых членов позволило получить чис-
ленный алгоритм с большим запасом устойчивости и хорошими аппроксимационными
свойствами.

Проведенные расчеты турбулентных течений в плоском канале, за обратным уступом,
а также в рабочем колесе радиально-осевой гидротурбины подтвердили эффективность
построенного численного алгоритма при решении задач такого класса. В то же время
предполагается дальнейшее усложнение модели турбулентности с целью учета анизотроп-
ности сдвиговых напряжений и более адекватного описания вторичных потоков в про-
странственных течениях. Первым шагом на этом пути планируется переход к алгебраи-
ческим моделям рейнольдсовых напряжений.
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