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(∂r/∂x)2 + (∂r/∂y)2
P �
���Ma�a���^���ROT�Q�+.��"#� I �)��R�!�RM"�Q��	�J��R"#�M!���a���^��������
�	T�T�W<R.���������
��Q	�

U, V, W
�q"#�M!���a���^��������
�	T�T�W<�����J�J��l

Ω���ba�����"#�M� ��"
W = rw, Ω =

ω

r
, (7)

U =
∂Ψ

∂y
, V = −

∂Ψ

∂x
. (8)

N



&3f���cOT��S$���"
F 1 = Ω, p1 = −

1

Re

(

2
∂r

∂x
ν + r

∂ν

∂x

)

, q1 = −
1

Re

(

2
∂r

∂y
ν + r

∂ν

∂y

)

,

µ1 =
νr

Re
, G1 =

1

rH2

[

−
∂

∂x

(

∂r

∂y

W 2

r3

)

+
∂

∂y

(

∂r

∂x

W 2

r3

)

+

+
2

Re

(

∂

∂x

(

∂ν

∂x

(

−
1

H

∂u

∂y
+

v

H2

∂H

∂x

)

−
∂ν

∂y

(

1

H

∂v

∂y
+

u

H2

∂H

∂x

))

+

+
∂

∂y

(

∂ν

∂x

(

1

H

∂u

∂x
+

v

H2

∂H

∂y

)

−
∂ν

∂y

(

−
1

H

∂v

∂x
+

u

H2

∂H

∂y

)))

−

−
Gr

Re2

(

∂

∂x

(

∂r

∂x
T

)

+
∂

∂y

(

∂r

∂y
T

))

− Eum
∂

∂y
(Hfnxy)

]

,

F 2 = W, p2 =
2

Re

∂r

∂x
ν, q2 =

2

Re

∂r

∂y
ν, µ2 =

νr

Re
,

G2 = 0, F 3 = T, p3 = 0, q3 = 0, µ3 =
r

Pe
, G3 = Qefnxy, (9)

[w!�R
Re = 4688

P $����V���`/#RO��T��	��l	! �O��U
Gr = 9.703 · 105

P $����V���b=]������[O�
a��JU
Eum = 824.4

P "A�	[OT���Q	T���Ro$����V��� � ����RO����U
Pe = 54.37

P $����V���'��RO�J��R�U
Qe = 11.10

P ��Q	T�����ROT���R��
�	���	��Q	RO��T�W0�q��T�Q	ROT�������T��
��Q	RO�q!������S��RO�
�Q	RO�J���	d��W0!�R���ROT��JuY�_�
��T���RO��Q	����T���[O�`Q	RO��������RO��ROT��
�O��U

fnxy(x, y) = fn(s(y), n(x, y)), s(y) =

y
∫

0

H(1, ỹ)dỹ,

n(x, y) = H(1, y)(1 − x), (10)

fn(s, n)
������R�!�R���ROT������ } � I@]��[�! �������	��T�ROT��Ju!���u

Ω, W, T
"#�M�bT��`cM�	�����O�	Q	l��`�V��R�!����3v�RM"�!�����RO�Jd[OROT�Q	T��
"~���J!�R

(
∂

∂t
+ Li

1
+ Li

2
)F i = Gi, i = 1, 2, 3, (11)[w!�R

Li
1
F i =

1

rH2

[

∂((pi + U)F i)

∂x
−

∂

∂x

(

µi ∂F i

∂x

)]

,

Li
2
F i =

1

rH2

[

∂((qi + V )F i)

∂y
−

∂

∂y

(

µi ∂F i

∂y

)]

. (12)

�



;3���	��T�ROT���R1!���u�a���T���^����_Q	���J�
∂

∂x

(

1

r

∂Ψ

∂x

)

+
∂

∂y

(

1

r

∂Ψ

∂y

)

= rH2Ω. (13)

=]���	T���$�T�W<R����V�������Ju_�V��R�!����3v���R�n
∂Ω

∂x
= 0, x = 0; Ω =

Ma

Re
·

1

rHν

∂T

∂y
, x = 1 (14)

�����V��������R�%?�	���	T�[O��T�� �VU

Ω = −(2Kc − Al)
1

r2H

∂Ψ

∂y
+ (2KcS − Al)

Vc

rH

∂z

∂x
, y = 0,

Ω = −(2Kf + Al)
1

r2H

∂Ψ

∂y
+ (2KfS + Al)

Vf

rH

∂z

∂x
, y = Y (15)

�����V�������JuY�����
���J����l�cOW<�
�	T��Ju �VU

W = 0, x = 0;
∂W

∂x
− 2

∂r

∂x

W

r
= 0, x = 1 (16)

�����V��������R���Q�����Q���Q	���Ju_�J���O�	Q	R���l�T���[O��T��	���
uJ��ROT��JuY�bT��	�����	�	��ROTJ���
ϕ
�VU

W = Ωcr
2, y = 0, W = Ωfr2, y = Y (17)

�����V�������JuY�����J�������	T��Ju �VU
∂T

∂x
= 0, x = 0;

1

H

∂T

∂x
+ Bi

(

T

T0

)4

= 0, x = 1 (18)

��cM�	�
��T?9�Q�ROa.�	T���d��)�	��l�^�"A�	T��
�VU
T = T0, y = 0, y = Y, (19)

Ψ = 0, x = 0, Ψ = −
R2

f

2
VfS, x = 1,

Ψ = −
r2

2
VcS, y = 0, Ψ = −

r2

2
VfS, y = Y, (20)

[w!�R
Ma = 2.895 · 105

P $����V���%?�	���	T�[O��T��]U

Kc,f =
1

H3

(

∂2z

∂x2

∂r

∂x
−

∂2r

∂x2

∂z

∂x

)∣

∣

∣

∣

Γc,f

(21)

KMG



P ����������cOT���[O���	T���^oa��	cO�����	[O����RO��R��
�S! ��U
Al = 5000

P ���	����"#ROQ	������
���J����l	dcOW<�
�	T��Ju]U
S = 0.9091

P ��Q	T����.ROT���R��J����Q	T��
��Q	RO���3Q	��RO��!����.�.�b�J!��
����a��	cM���8U
Vc = −5.520 · 10−4, Vf = −8.085 · 10−3

P f�ROcO���	cM"#RO��TJW<R`���������
��Q	�q������QMuJd[O���
�	T��Ju]U
Ωc = 7.860 · 10−2, Ωf = 3.240 · 10−1

P f�ROcO���	cM"#RO��T�W<R����������
��Q	������	v�ROT��Ju]U
Bi = 0.7377

P $����V���o�)����U
T0 = 34

P f�ROcO���	cM"#RO��T���uYQ	RM"#��RO����dQ	�����Y�J� �	�	��ROT��Ju]U
Rf = 0.8884

P f�ROcO���	cM"#RO��ROT���uq��������!���T��	Q��
r

��RO�
�JT�RO�Q	��$����_Q	��R���a��	cOT���[O���
��T�Q��	��Q�� IB8��! ��!���"{Q��	�J��R�T��M$�����l�T�W<R����V�������Ju]n
Ψ = Ψb, Ω = Ωb, W = Wb, T = Tb, t = 0. (22)

-�Q��	�]U�cM��! �M$��q� N �VUA� K�K �VU#� KML � ª � g	G ��U�� g�g �3�����
�b��Qo!���uq������R�!�R���ROT��JuqT�RO��c�d��RM��Q	T�W0�ra���T���^����
Ψ, Ω, U, V, W, T.

4��
"#����T�ROTJQ�W����
�����
��Q	�
u, v, w���
�O��QS�	T��	�	�����
���3Q
��u��b���
"#��v�l�����RO����W0�'!����
�'���	��ROT���Q	�{� i ���{��RO������[�������d��ROT���Q	�
�Y� � � I�|���	c�!�R���R gJI H ��c�� �	[��	ROQ���u`$����V��ROT�T�W<�����[O������Q�"q��RO��ROT��Ju`cM��! �S$��`���<B8��o%�� I (���a.a�RO�JROT�^�������l�T�W<R�����RO���	Q	����W�� KSg �<�	���������J����"#�������3Q���uq"#��T���Q	��TJdT�W:"#�z����T���RO���
�	Q	����T�W:"#�����	cOT��
��Q	T�W:"#�z����RO���	Q	������"#�]U���"#RO�3v���"#� g d±�����	d��uJ!����?�	���������J����"A�	^����������?"A����W0�_�?��RO����W<� P ������f��	��l����J�Y$����V� ���_/�RO�JdT��	��l	! �O�0����RO�J��R3��� I - I �)�S��RORO��U KM��N�� [ I � I �����.��RO��ROT����.���	cOT��
��Q	T�W0�������	��T�R�dT������������	��l�cO��ROQ��wu�"#ROQ	�S!DUM����cO���	��u��3v�����Q	��$�T�W:"_��f����	cO�
"���	c�!�R�����Q	l3cM��! �M$����W<$����V��ROT��JuY���J�J�
uY��a���T���^����_Q	��������2 I \ I �)��RO���M!���T]U KM����i [ I � I �����Y��RO��R�dT����_T����J���`!��
"{����RM"#ROT�T �́�"~���	[OR������	��T�ROT��Juo!���u_a��JTJ��^����_Q	���J���������	��l�cO�
dROQ���uY�Ma�a�RO��Q	����T�W<�o��Q	RO���	^�����T�T�W<�_����[O������Q�"0UJT�R1Q	��ROf����3v����Y��T�a�����"A�	^�����.����������Q	�
�����`[O���	T���^����`����RO��Q	�������	cOT��
�VQ�TJ��[O������RO���	Q	������U���f���f�v����3v����`����d[O������Q�"�� I = I B���RO��RO�
�Y� KM����� [ I � I�|���	c�!�R���R gJI i ���������S!�u�Q���uo��ROcO�M��l�Q��	Q	WzQ	RM��Q	����W0�b������$�ROQ	��� I (���uo��Q��	^��Jd��T��	��T�W0�~�����	��T�ROT����z���	��l�R ª 9�Q	�����O�q����f	� ����Q	�

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,��"#RO�3v��J���	T�������Q	��$�RM������R_��RO��ROT���R
Ψ = sin2 πx sin2 πy,

�����
Re = 0.1$����V��ROT�T���R<��RO��ROT���R3�w���S!���Q��wu`��	T�������Q	��$�RM�����
"#��������Q	����W:"0U������
Re = 100P �_��RO����W:"�������uJ!����
"0U,$�Q	�{������Q	��ROQ���Q	����ROQ'Q	RO����ROQ	��$�RM������"�! �	T�T�W:" I �����

Re = 10 000
$����V��ROT�T���Rq��RO��ROT���RqT�R'���
�S!���Q���u|�ZQ	��$�T��
"#��U)QS�	�|�J�	�|���	d�V��R�!�T�ROR��QS�	T�������Q��wurT�RO����Q	����$�����W:"0UDT��_T��	f	���0! �	ROQ��wur�w�
�M!���"#�
��Q	l~V����ROf�R��Y�����
uJ!��J��"���T��J��R���RO������[O� I (���u����	��T�W0����QS�	^�����T��	��T�W0�~�����	��T�ROT����������

Re = 1, Ma = Gr = Eum = 0, Ωc 6= 0, Ωf 6= 0
������uJ!������w�
�M!��Jd"#�
��Q	��V�~��ROf�R��a���T���^����

Ψ, Ω, W, T, U, V
�~T�����"A�����

C
�|�

L2�����~"A�	������"A����l�T��������	cM"#RO��T��
��Q	�{��ROQ	���
160 × 320

��cM"#ROTJu��3Q��wu{�?����R�!�R�d� ���
1.27 . . . 2.32

��f��	��l�����T���Q	���qf	����cO����� g ��Q	RO����ROQ	��$JRM������R_cOT��S$�ROT���RS� I�����
Gr = Eum = Ωc = Ωf = 0, Ma 6= 0, Re = 4688, N = M = 120������uJ!����q���
�S!���"#�
��Q	�~V���ROf�R��a���T���^����

Ψ, Ω, T, U, V
��
��T�����T��
"~cOT���d$���Q	R���l�T��?T��J��R K ��Q	RO����ROQ	��$�RM������RcOT��S$�ROT���RS� IA� Q	�q"#�S��ROQ?f�W<Q	l���f�¯8u���T�ROT��

K�K



QS�	����"#�`������$���T���"#�]U	�J�	��T�R�!��
��QS�	Q	��$�T���R0$������������	cOf���ROT����]U��	���Ju�T���R0������f������������[w��ROT��Ju_�o!�� I�|���	c�!�R���R gJI � ���������M!�u�Q��wu���ROcO�M��l�Q��	Q	W�������$�ROQ��_����T���RO��^������?�J� �	�
�	�:dv�RO��cO��T�R�UD��W<cO�
�	T�T����'Q��	����"#�~a��	��Q	������"#�]U]�J�	������TJ!�RO���
"#��Q	����T���u]U]Q	RO��"#�	d���	���J����u���T���uZ���J��W�U0���J� �{�J� �	����$�RM��Q	�|�|�����	v�ROT���R?��f����	cO^�� I 4���T���RO��^�����U��W<cO�
�	T�T�����Q��	��l����.��R�����W:"0U
��Q	����W:"'�J���bQ	��ROQ	l���"�a��	��Q	������"#�]U�T��	cO����RO"'���	d��Q	��ROQ���Q	��ROT�T��?����RO��Q	��������T���RO��^���RO�]U�Q	RO��"#�����	���J����u���T����~�
��T���RO��^���RO�{�{Q	RO�Jd"#��[O���	����QS�	^�����T�T����o����T���RO��^���RO� I 4���T���RO��^�����UJ��W<cO�
�	T�T����X�
��RM"#�_a��	��Q	������"����������������T��
��Q	�]U�T��	cO����RM"����
"#f���T��������
�	T�T���������T���RO��^���RO�]U��1����T���RO��^J����U	��W0dcO�
�	T�T���� L � } a��	��Q	������"#� P Q	RO��"#��[O���	����Q��	^�����T�T���������T���RO��^���RO�?�.�����	v�R�dT���RM" I�����r����RO��Q	��������T���RO��^������`��Q	����W:"Z�
�	�����	T�Q	�
"|cM��! �	T��Ju�a���T���^����
f(x)"A�	������"#�J"Z���
�����
��Q	�'���
��Q��	�	��u�ROQ L�N �O"�³��.�?!��
��Q	��[��	ROQ��wu?T��Y������f��M!�T�����[O����dT���^�R�U������	���o�
��Q����J���'a�����"#������ROQ���uq����[O���	T���$�T�W<�'�V�����]U��Y�
��Q	�����
"|"A�	�J���Jd"A����l�T���u����
�����
��Q	lb�J"#ROT�l����	ROQ��wuY!�� g	G �O"�³�� I ������Q	RO��"#�����	���J����u���T���������TJd��RO��^����o"A�	�J����"#�J"{���������
��Q	�Q��	�J��R1��f����	cO��ROQ��wubT���������f��S!�T��	�b[O���	T���^�R1�o���	d��QS�	�	��u�ROQ L�G �O",³��	U,T��r�r����[O���	T���$�T��
"��V����R_��T��J"#R�T�l����	ROQ��wu�T��'�����
uJ!����]UQS�	�_$�Q	�`!����J��ROT���R���T���Q	���_��f	� ����Q	�YQ	RO$�ROT��Ju_��$�ROT�lb"#R�!���ROT�T���R I �����YQ	RO��"#�	d[O���	����QS�	^�����T�T����`�
��T���RO��^����b"A�	�J����"#�J"r���������
��Q	��!��
��Q	��[��	R�Q
��ub��T���Q	���`��f	� ��d��Q	���z���
��QS�	�	��u�ROQ gJI } �O"�³�� I �)�'�
��R�� L �V����$���uJ�{Q	RO$�ROT���R�f�W:��Q	���r��W0���S!���QT��Y��Q��	^�����T��	��T�W<�q��R��b��" I (.�
"#��T��������3v�RO�'��c L �����O�O"#��Q	��ROTJT�W0�?u��	��u�ROQ��wu����RO��Q	�����
��T���RO��^��Ju I �����{�
�
"#f���T��������
�	T�T������
��T���RO��^����~� K �
�	�����	T�Q	�
"XcM��d! �	T��Ju

f(x)
!����J��ROT���R`TJRM��Q��	^�����T��	��T��Y�'T��
����QY�
�	��ROf
�	Q	R���l�T�W<�?���	���	��Q	RO��_��RO�����M!��
" G�I g �	U���"A�	�J����"���"����������
��Q	��!��
��Q	��[V�	ROQ��wu�T��r�
��������"A"#ROQ	��������V�
��Q��	�	��u�ROQ �
H �O"�³�� I s1�	���	��Q	RO��T���u����������
��Q	l'��T���Q	���~��f	� ����Q	�����
��Q��	�	��uJdROQ KMG

. . .
g	G �O"�³�� I �����{�
�
"#f���T��������
�	T�T���������T���RO��^����~���Q	����W:"m�
�	�����	T�Q	�
"cM��! �	T��Ju

f(x)
!����J��ROT���R�f	����cO�
�b����Q��	^�����T��	��T��
"#��U��`RO[O�����	���	��Q	RO������Q	�����f	����cO�����.���	���	��Q	RO�J����Q	���J��"�����RO��Q	��������T���RO��^���� I ������Q	RO��"#��[O���	����QS�	^�����T�T�����
��T���RO��^������������	v�ROT���RM"~"A�	�J����"#�J"����
�����
��Q	�Y!��
��Q	��[��	ROQ���u_��T���Q	���_��f	� ����Q	�����
��QS�	�	��u�ROQ gJI g �O"�³��	U
�1!����J��ROT���R:T��
����Q����	��R�f
�	Q�RV��l�T�W<�����	���	��Q	RO��<��RO����d�M!��
" i � I �)�Y�
��R��?�V����$���uJ�8U��
��[�! �b!�RO����Q	����ROQY����T�!�RO���
"#��Q	����T���u'���J� ��U�Q I R I� K U } � H ��c������O�O"#��Q	��ROT�T�W0���
�	�����	T�Q	����U��o������RM��Q	T��
��Q	�q[O���	T���^�W���f	� ����Q	�a�����"#�������3Q���uZQ	RO�J������W<R?����[O���	T���$�T�W<R'�V�����|Q	�	��v��JT����

8 . . . 16Em,
$�Q	�������Q	��ROQ���Q	���	ROQ�Q�R�����ROQ	��$�RM������"���^�ROT��J��" I/#ROcO�M��l�Q��	Q	W�!���u�Q	RO��"#��[O���	����QS�	^�����T�T���������T���RO��^������������	v�ROT���RM"�f	����cO����`���	����$�ROT�T�W:"'2 I 2 I %��:��l�f
�M���O���
"?� KM���
H [ I U��1!���u`���
"#f���T��������
�	T�T���������TJd��RO��^���� P ������T�^�����������l�T��b��QM����$��	�3Q���u���Q`T��J� I�� Q	�b��QM����$���R.��W<cO�
�	T���Q	RM"0U$�Q	�Y�o���	f���Q	R�%��:��l�f
�S���O�����Q	f������.ROT�W�����T���RO��Q	����T�W<R�$J��ROT�W��o�����	��T�ROT������"#���M��l
�O���b������TJde�V����R�UJT�R�u��	��u��3v���RM�wu_"A����W:"#�_���b�����	��T�ROT��������	u�cO����"#� I���r����� I�L � ª R_�����J�	cM�	T�W�������Q	��ROQ���Q	��ROT�T��r��cO�	����T����za���T���^����

Ψ,
T��
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� f �/,��� I H

����� I�} � ª R P ��cO�	����T����a���T���^����
T

!���u K ª i �
�	�����	T�Q	����������$�ROQS� I ��������� IJH� ª �������J�	cO�	T�WZ��cO�	����T�����a���T���^����
W

!���u } ª i �
�	�����	T�Q	��� I�|[w� �	��R L ��W<���S!�u�Q��wu��
�V�������Juz"#��T���Q	��T�T��
��Q	�z���	cOT��
��Q	T����|���
RM"#W�U)�
�	d�Ma�a���^���ROT�Q	W��
��Q	�������{�M!����	��ROQ	�����
u��3Q?T�RO�
��Q	����W:"�������Q	T�����ROTJ�Ju�"0U��q���J!�R��[O���	T���$�ROT��JuT�������RM"#ROT�TJ���o���	[VU
��cM�	��������"#�
��Q	���Q��OQ	�J������Ma�a���^���ROT�Q	���.���RM�������	[O�:���	����"#ROQ	���
γ
�w��RM"#W I �����.Q	RO����ROQ	��$�RM�����
"����O�V��R�!����
�	T�����"#��T���Q	��TJdT��
��Q	l�����T���"A�	ROQ��wu��J�	�����	���S�b��Q	R���l�TJ�
��Q	l?�����Oa.a���^J��ROT�Q	�������	cO��RO���	�3v�RO[O�����RO���	Q	����� I �©��f�v�RM"j�V����$��	Rq���	����$�ROT�Wp��[O���	T���$�ROT��JuZT��~����RM"#ROT�T����Z���	[

τ ≤ τmax,
!��
��Q��	Q	��$�T�W<Rb!���u{"#��T���Q	��T�T��
��Q	�~���
RM"#W I B8�	Q	RM"X!���u������	��T�ROT��JuQ	RO�J�������������M!�T��
��Q	�`�����"A�����
"q$����V��R:���	cOf���ROT����`��f	� ����Q	�`���
��Q	����ROT�W��	T������	d[O��$�T�W<R��[O���	T���$�ROT��Ju

τ ≤ τ ′

max,
T�RO��fM�
�S!���"#W<Rb��!��
��QS�	Q	��$�T�W<R!���u{"#��T��	dQ	��T�T��
��Q	�?�w�
RM"#Wm�?��������cO��R�!�ROT��b�J�������	��T�ROT���R���!��
��Q��	Q	��$�T�W:"#���
�V�������Ju�"#�"#��T���Q	��T�T��
��Q	� I &3�J�	cO�����
��l�U�$�Q	�Y!��
��Q��	Q	��$�T�W<R����V�������Juqf	����c����'�qT�RO��fS�
�M!��Jd"#W:"���!��
��QS�	Q	��$�T�W:"������

γ ≤ 1/2,
�b�����

γ > 1/2
! ����RO������QT��J�{�

τ ′

maxT�R���Q	��RM"#��Q���u'�?T��M���������
γ → 1

���QM����$���R���Q
τmax.

�3����R�!����M��ROT��?��f�ROc!������	cM�	Q	R���l
��Q	�
�
��T����
��u{a�����"#�M� �_!���u
τmax,

��T���"A�	�3v���u��OQ	�qT�RM������Q	��ROQ�d��Q	����R I B8�	Q	RM"���������cO��R�!�ROT�W�������$�ROQ	W�!���uq�����	��T�ROT��Ju?Q	RO�J�������������S!�T��
��Q	�?T�����	��T��
"#RO��T����`��ROQ	��R:���	cM"#RO��T��
��Q	� g�H
×
g�H �<���	cO��W<��T�W:"#�`T��S$�����l�T�W:"#�`�b[O����dT���$�T�W:"#�q��S!�T��
"���c�T��	�����	�	��ROT�����! �	T�T�W:"#� I �����

γ = 0.1, τ = 3τmax
���RO��ROT����'��������RM��Q	T��
��Q	�r���	cO��W<�
�Y����cOT������	�3Q_�
��^��J�J��u�^����]U]����Q	����W<R`cM�	Q	RM"��RO��ROT��
��u�Q��wuqT��o�
������f	� ����Q	l�U��o�����

γ = 0.1, τ = τmax
�
��^��J����u�^����'T�ROQ I���
��Q	����ROTY[O����a����Y������Q	��$�RM���
��[O�b���	[������`����RM"#ROT��

τ̄max(γ),
�����_����Q	�����
"��RO��ROT���R.T��`��RO�����
"�����RM"#ROT�T �́
"��V����R.ROv�R��
��Q��	ROQ��wu?"���T���Q	��T�T�W:"��T��	�����	�	d��ROT����_���	cO��W<�
��T��S$�����l�T�W0�! �	T�T�W0� I �����

0 ≤ γ ≤ 0.5 τ̄max(γ)
"#��T���Q	��T�T������cO������QS�	ROQSUA�J�	���

τmax.
���'�����

0.5 < γ < 0.9 τ̄max(γ)
�����S!��	������dROQq"#��T���Q	��T�T��?����cO������Q��	Q	l�UD�?��QM����$���Ro��Q

τmax,
��"#RO�3v�RO[O�q�����

γ = 0.5"A�	������"#�J" I �����
γ = 0.9 τ̄max(γ)

���J�M$����
"Z����R�����$����
�	ROQ���u'� KO}�I K ���	cM��U]������'��cM"#ROT�ROT����
γ

��Q G�I � !�� K�P �J"#ROT�l����	ROQ��wuqT�� ��µI 9,��R�!����
�	Q	R���l�T���U��������$�ROQS�������$���R��������	��l�cO���
��Q	l`�w��RM"#�Y�
γ,

f	����cO����"~�_R�!���T���^�R I�|[w� �	��R } ��RO���	ROQ��wu`cM��! �M$��1���J���
���������	��������R���l�T��
"?��Q��	^�����T��	��T��
"�!����Jd

KO}



��ROT����Y�	u�cO�����T�RM�w�b��"A�	RM"#����b�J!����
��Q	�Y���������	v��	�3v�RM"A�wu[O������cO��T�Q�����l�T��
"^��J����TJ!�����$JRM�����
"��
��T�Q	RO��T�RO��R I�|���	c�!�R���R }�I K ��T��S$���� �o��Q��	����Q���uqcM��! �S$���YQ	RO��"#��T������! �	�	��ROT���R ª ���
�	d���
��Q	l� I B8�	Q	RM"r�
����v�RM��Q	�	��u�ROQ��wub��RO��R��
�S!�o��RO��RM"#ROT�T�W:"Z�a���T���^��JuQ	�����
Ψª ���J�J��l ω

 I �)���S!�u�Q���ubf�ROcO���	cM"#RO��T�W<R:��RO��RM"#ROT�T�W<R1���������cO���M!���Q��wu�	T�������ccOT��M$�ROT����?���	����"#ROQ	������U���c.����Q	������[O��V��R�!���ROQSU $�Q	�oa�����"A�������f��S!�T��	�_[O���	T��Jd^�W��V� �	f��1cM�	��������Q1��Q1!����J��ROT��Ju`��������� �	�
� I �r! ����l�T�RO����RM"q�����O�O"A�	Q	���J�
�	ROQ��wu�V����$��	�b[O������cO��T�QS����l�T���[O�����S!��
�M! ���b�J!��
�
��Q	��o��Q	ROT�����"r�����
��Q	�Su�T����b�������Mu I@]��[w! �oT�RO����cM"#��v�ROT�T���u?������f��M!�T���u_[O���	T���^������R�! ��Q��	�	��u�ROQo����f�������Q	��ROcO���]U����f	� ����Q	l�Q	RO$�ROT��Ju P ��RO[M"#ROT�Qb������[V� I &3T�������T�a�����"#T��`��Q	��f������`�	R�Q
��uYT��`f�RM�Vd�
��T�RO$�T��������	���
���o�1���
"#��v�l��m����RO��f����	cO�����	T��Ju

x = x0

sinh ξ

cosh ξ − cos η
, y = h0 − x0

sin η

cosh ξ − cos η
, (23)

[w!�R
x, y

P !�RO�J�	��Q	����W��������
!���T��	Q	Wz�<^�ROT�Q	���
"�T����
���b^��J����TJ!�����U
y = h0

P�����	��T�ROT���R3������f��M!�T����`[O���	T���^�W�U
x0 =

√

1 − h2
0
, ξ, η

P T�����W<R:��RO��RM"#ROT�T�W<R I�����rcM��"#ROT�R?� g	L ��������f��M!�T���uq[O���	T���^��_��RO��RO�J!�ROQ�T��_�J���
���
�
��Q	�
(ξ, η)

�����u�"#���
η = π,

Q	��RO�
! ��uY[O���	T��J^�� P �����
u�"#���
η = η0 = arccosh0,

Q	��$�����
��T�Q��	��Q��
(x, y) = (±x0, h0)

P ������Q	��ROQ���Q	��ROT�T����`Q	��$����
ξ = ±∞.B8��! �S$��.!���u_������R�!�R���ROT��Ju

Ψ, ω :

∂2Ψ

∂ξ2
+

∂2Ψ

∂η2
= −H2ω,

∂2ω

∂ξ2
+

∂2ω

∂η2
= Re

(

∂Ψ

∂η

∂ω

∂ξ
−

∂Ψ

∂ξ

∂ω

∂η

)

, (ξ, η) ∈ D, (24)

Ψ(ξ, π) = Ψ(ξ, η0) = ω(ξ, π) = 0, (25)

ω(ξ, η0) = −Al + (2 − Al)
1

H0(ξ)

∂Ψ

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

, (26)

[w!�R
D

P ��f	������Q	l
η0 < η < π, −∞ < ξ < ∞, Re

P $����V����/�RO��T��	��l	! �O��U
AlP ���	����"#ROQ	�_�����
���J����l�cOW<�
��T��Ju]U

H(ξ, η) =

∣

∣

∣

∣

d(x + iy)

d(ξ + iη)

∣

∣

∣

∣

=
x0

cosh ξ − cos η
, H0(ξ) = H(ξ, η0). (27)

+���T�RM�	����cO���
��T�T���u`cM��! �S$��1!���uoa���T���^����
f(x),

������R�!�R���u��3v�RO�b��Q	�J����T�ROT���R������f��M!�T����o[O���	T���^�WZ��Qb���
��Q	�Su�T��JuY�����
�Su]UJ��"#ROROQ`���J!Dn

f(x) −
1

Bo
f ′′(x) = Φ(x) + f0, x ∈ (−x0, x0), (28)

KSH



f ′(x)|x=−x0
= −

f(−x0)

x0

, f ′(x)|x=x0
=

f(x0)

x0

, (29)

x0
∫

−x0

f(x)dx = 0, (30)

[w!�R
Φ(x(ξ)) =



−
Fr

2

[

1

H

∂Ψ

∂η

]2

−
Fr

Re





ξ
∫

0

∂ω

∂η
dξ̃−

−
2

H

∂

∂ξ

(

1

H

∂Ψ

∂η

)])

η=π

, (31)

f0

P ����T���Q��	T�Q���UD���S!���RV�`�	v���ur������R�!�R���ROT�����U
Bo

P $����V���q�)��TJ! ��U
Fr

P$����V���o\.���S! � I�|���	c�!�R���R }�I g "#ROQ	�M!��
"���T�Q	RO[O������l�T�W0������	��T�ROT������W<���M!�u�Q��wuo������"#��Q	�	dQ	��$�RM������R0a�����"#�M��Wr!���u�a���T���^����
Ψ, Ω

�����
|ξ| → ∞.

-�c�T��J���V��R�!���ROQSUS$�Q	�T��1����T��JuJ�����	cO��ROcO�������	���
��W�"#�M�bT��.��Q��	����Q	lo�"�u�[O����R�)[O���	T���$�T�W<R<�
�V��������u]n
∂

∂|ξ|

(

ω −
Al

2
ω0 − (2 − Al)ω1

)

+

+(β − 1)

(

ω −
Al

2
ω0 − (2 − Al)ω1

)

= 0, (32)

∂

∂|ξ|
(Ψ − Ψ2) + β (Ψ − Ψ2) = 0, |ξ| = ξ0, (33)

[w!�R
β = π/(π − η0) < 2; ω0, ω1, Ψ2

P ��cO��RM��Q	T�W<R�a���T���^���� I�|���	c�!�R���R }�I L �_���
"#��v�l��p"#ROQ	�S! �r��T�Q	RO[O������l�T�W0�������	��T�ROT����z��Q	���Mu�Q�d��urT�RO�
��Q	����W<R�	T�������Q	��$�RM������Rb��RO��ROT��Ju'cM��! �S$���� g�} � ª � g	i �:����� Re = 0.
�$�����Q	T��
��Q	�]U]�����

β = 2,
����[w! �_��f	� ���VQ�lYQ	RO$�ROT��Ju{��Q��	T�������Q���ur���	����������[O�
"0U���
��Q	����ROT�WZ��RO��ROT��Ju

ω(r, ϕ) =

∞
∑

m=1

(

16Alm

π(2m − 1)(4m + Al − 2)

)

r2m−1 sin(2m − 1)ϕ, (34)

Ψ(r, ϕ) =
∞
∑

m=1

(

2Al
(

1 − r2
)

π(2m − 1)(4m + Al − 2)

)

r2m−1 sin(2m − 1)ϕ, (35)

[w!�R
r
P ���	�Ju���T�W<�_����!����
�	U

ϕ ∈ [−π, 0]
P ���	��u���T�W<�_��[O�	� I

KMi



¶

·¸,¹�º	»�¼

½|¾ ¶	¿VÀ Á�Â�Á�Ã » Ã ¹ ¿�Â ¶	ÄV¶	ÁOÅ ºwÆoÇ ÁOÅ	ÈMÀ ¹oÉ�¾�¹�Ê ÈMÀ Æ Å º�Æo¾ ÁO¿OËMÂ�Ì�Å�¶	Å	Í ¾ ¶ º�Î ÁOÅ�¶.Å	Á�ÏÎ ÁOÐ ¹JÆ]»8¸ ¶ º�Î ÁOÅ_Ñ�Ë�Ð�Ò�Ó ¹�Ô Ψ, Ω
Ê ÁVÀ ÁOÅ ºwÆrÇ ÁOÅ	ÈOÀ È ÇZÉ�¾ ÈOÀ È	Â�Õ�ÁOÐ ¹JÆ'É È Î�¹�º Â�Ë¸ Á Ô Ð�È	Â�Ì�À º ¶�ÖAÐ�¶ Î�¹ Ð�¶ Æ È�Å Re = 0. × ¾�¹ Ò�¶�Õ�À È Ç Ñ ¹ Ò º�¹�¾ È Ê ¶	Ð�Ð�È Ç�Î�¹�º Â�Á¸ Á Ô Ð�È	Â�Ì�À º ¶ ¹�º�É È	Â�Ì�¿OË�ÁOÅ º�ÆZÇ ÁOÅ	ÈMÀXË º Å�¶	Ð�È Ê Â�ÁOÐ ¹JÆzÉ È Ê�¾ Á Ç ÁOÐ ¹]»:Ø ¶SÀ�¶ Î ¶'À�Â ÆÈ É�¾ ÁVÀ Á�Â�ÁOÐ ¹�Æ f(x)

¾ ÁOÙ�¶	ÁOÅ ºwÆ ¶	Ð�¶�Â ¹ Å ¹�Î Á º Ò ¹ Ö8¶ Ê	Ú ÈOÀ Æ�Û�¹ Á Êo¾ ÁOÙ�ÁOÐ ¹ Á ¹ Ð�Å	Á�ÏÄ ¾ ¶�Â�ÍZÈ�Å Φ(x)
¾ ¶ ºOº�Î�¹ Å	Í Ê ¶	Ü3Å ºwÆYÎ�¹�º Â�ÁOÐ�Ð�È »Ý ¶ ¾�¹�º	» ¼ Ö ¶ É È�ÒJ¶	¿M¶	Ð�ÍZÂ ¹ Ð ¹�¹ Å	È�Ò�¶ É�¾�¹ η0 = 0.5

¾ ¶SÀ�Ö Al = 1.5, Re =
150. Þ Ë�Ð�Ò�Ó ¹�¹ Ψ, Ω Ð�Á É È	Â�ÈSÕ ¹ Å	Á�Â�Ì�Ð�Í »3ß ¶	Ò º�¹�Ç Ë Ç Í ¹JÚmÇ ÈMÀ ËSÂ�Á Ô�º È	Ïº ÅS¶ Ê Â Æ Ü3Å º È�È�Å Ê ÁOÅ º Å Ê ÁOÐ�Ð�È'à » á�á
â_¹Zã�» ¼�ä�ã�»�ß ¶	Ò º�¹�Ç Ë Ç�º Ò�È ¾ È º Å ¹�º È º ÅS¶ Ê Â Æ ÁOÅà » ä�¼ Ã »
å Ð�À È º Å ¹ Ä�¶	ÁOÅ º�Æ Ð�¶ º�Ê È · ÈMÀ Ð�È Ô Ä ¾ ¶	Ð ¹ Ó�Á »
Ý ¶ ¾�¹�º	»
¼ Ö · É È�ÒJ¶	¿M¶	Ð�Ä ¾ ¶�Ñ ¹ Ò
F (x) = f(x)Re/Fr æ Ñ�ËJÐJÒ�Ó ¹JÆ F (x) Ë
Õ�Á:Ð�Á:¿M¶ Ê�¹�º�¹ Å�È�Å Î�¹�º Â ¶ Þ ¾ ËMÀ�¶
ç É�¾�¹
Bo = 9.

ã�ä
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��Q	l�����Q	��[O��T�����l	dT�W0�b���	c�T��
��Q	T�W0���ROQ	����.��f	� ����Q	�]U�cM�	T���"A�	RM"#��������V�J� �	���
"'�����o�<B8�X��%?�`UT��?�
��T�����R��cO��RM��Q	T���[��'"#ROQ	�M! ��U#�
����v�RM��Q	�	��u��3v�RO[O�?�
��T�a�����"#T���R��Q���f�������R�dT���R�����u�"#����[O�	��l�T����J��T��`cM��!��	T�T�W<�Y���������	����T�RO��T�W<�_$�ROQ	W<��R��J��[O�	��l�T����]UgJI /#�	cO���	f���Q��	T��~��RM������cO���
�	T�$����V��ROT�T�W<������[O�����JQ
"m��RO��ROT��Ju~[O�J!����S!��JdT���"#��$�RM���
���~$�����Q	�~cM��! �S$��{�r�<B8�©�'%?�tT��q�
��T�����Rb!�����RO��[OROT�Q	T����~cM�	������������	��T�ROT����'!����J��ROT��Jur�b�J!����
��Q	�{�b��RO��RM"#ROT�T����{�	u�cO�
�
��Q	l��j�{�	��������������"A��d^��������RO���	Q	������������T���RO��Q	����T���[O���b!���a�a���cO����T�T���[O����RO��R�T��
�O�."#��T���Q	��T�T�W:"#��
��T���RO���
�	Q	����T�W:"#�Y���	cOT��
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